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KURZFASSUNG: Unter der Voraussetzung linear elastischer Stoffgesetze fiir Stahl und Beton und
Vernachlassigung der Zugtragfihigkeit des Betons kann im Falle reiner Biegebeanspruchung die Hohe der
Druckzone von gerissenen Stahlbetonquerschnitten iiber Gleichgewichtsbedingungen auf analytischem Wege
geniigend genau ermittelt werden. In einschldgiger Literatur [2] werden meistens nur die einfachsten
Querschnittstypen behandelt, oder es werden weitere vereinfachende Annahmen getroffen. In diesem Beitrag
werden beliebig bewehrte Rechteckquerschitte (Druck- und Zugbewehrung) und einfach bewehrte
Plattenbalkenquerschnitte behandelt. Die Spannungsumlagerung im Querschnitt zufolge Kriecheffekte des
Betons wird auf einfache Art beriicksichtigt (Keine Systemumlagerungen). Um die vorgestellten Formeln
auch bei kombinierter Beanspruchung durch Biegemomente und Léngskrifte anwenden zu koénnen, wird
abschliefend ein fiir die Handrechnung gut geeignetes Iterationsverfahren angegeben.

1 EINLEITUNG

Durch die Umstellung der Normen von der traglast-
dominierten =~ Bemessung  zur  kombinierten
Bemessung, bei der die Grenzzustinde der
Tragfahigkeit und die der Gebrauchstauglichkeit die
gleich Bedeutung haben, wird auch die Ermittlung
von Gebrauchsspannnungen ein wichtiges Thema im
Stahlbetonbau.

Beispielsweise bei Plattenbalkenquerschnitten bei
denen die Zugzone in der Platte zu liegen kommt ist
oft die Druckspannung unter der seltenen
Einwirkungskombination [1] das maligebende
Bemessungskriterium. Da diese Spannungsgrenze
bereits bei der Vorbemessung beriicksichtigt werden
sollte und eine Abschitzung am ungerissenen
Querschnitt zu weit von der Realitit entfernt ist, ist
es sinnvoll fiir die  wichtigsten  Fiélle
»Handrechnungs-Formeln* zu haben.

Der folgende Beitrag befallit sich mit einfach
bewehrten und auch  mit  komplexeren
Querschnitten, was zu teils kompakten teils
umfangreicheren Formeln fiihrt. In den meisten
Féllen wird es ausreichend sein eine
Spannungsberechnung ohne Beriicksichtigung der
Druckbewehrung vorzunehmen. Aber gerade in

kritischen  Féllen oder bei  Querschnitten

mit einem hohen Druckbewehrungsgehalt kann es
notwendig  werden, die  exakte  Losung
heranzuziehen um das geforderte Kriterium zu
erfiillen.

Um die Bedeutung der Spannungsgrenzen unter
Gebrauchslasten zu unterstreichen, sei an dieser
Stelle in Erinnerung gerufen, daBl einige Theorien,
die der betonbaulichen Bemessung zugrundegelegt
werden, nur flir bestimmte Spannungsbereiche
Giltigkeit haben, die nur durch die strenge
Einhaltung der Spannungsgrenzen gewahrt wird. Als
Beispiel sei die lineare Kriechtheorie angefiihrt, die
im Druckbereich nur fiir Spannungen gilt, die
kleiner als ca. 45% der Festigkeit sind.

Personliche Anmerkung

Es ist mir eine groBe Freude sagen zu kdnnen, daf3
Du lieber Lutz mit Deiner sehr frith beginnenden,
Euro-Code-orientierten Lehre den Umstieg der
Zivilingenieure von ONORM auf EN-Norm
erleichtert und auch beschleunigt hast. Absolventen
Deiner Schule tragen ,die Bemessung nach
Grenzzustinden™ mit einer Selbstverstdndlichkeit in
die Praxis hinaus, soda3 Auftrige, die nach EN zu
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berechnen sind, niemanden mehr abschrecken. Ich
glaube, das einfach so behaupten zu koénnen, da
zahlreicher Anfragen zu diesem Thema aus der
Praxis an mich herangetragen werden.

Mit groBer Freude nehme ich Deinen 60er zum
AnlaB3, um meine Erfahrungen in der Lehrtétigkeit
als Assistent an Deinem Institut und einige
Grundlagen-Arbeit fiir die Lehre in einem Beitrag
fiir Deine Festschrift festzuhalten. Die Wahl des
Themas héngt nicht zufdllig mit Lehre und Praxis
zusammen, denn da ich die Herausforderung der
Lehre jetzt selbst kennengelernt habe, ist es mir ein
grofes  Anliegen, in aller  Offentlichkeit
festzustellen, dafl die Qualitit Deiner Lehre
mindestens der eines ultrahochfesten Betons
entspricht. Ich bin sehr stolz darauf, durch Deine
Schule gegangen zu sein.

2  GRUNDLAGEN

* Lineare Stoffgesetze

» Zugtragfahigkeit des Betons wird
vernachldssigt
* Die einwirkenden Momente sind mit

positivem Vorzeichen einzusetzen!

» Alle Spannungs- und Dehnungs-Werte in den
folgenden Ausfithrungen sind Absoultbetrige!

3 RECHTECKQUERSCHNITTE MIT
BELIEBIGER BEWEHRUNG

Im folgenden Kapitel werden Rechteckquerschnitte
mit konzentrierter Bewehrung im Bereich des Zug-
und des Druckrands behandelt. Es wird
vorausgesetzt, dal nur Biegemomente um die starke
Hauptachse einwirken.

Folgende Annahmen werden den weiteren
Ausfiihrungen zugrundegelegt:
e Ebenbleiben der Querschnitte
b
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Abbildung 1
KraftgroBBen

3.1 Hdhe der Druckzone (xy))

In Abbildung 1 werden alle
Bezeichnungen definiert.

Aus dem Gleichgewicht der inneren Krifte erhilt
man

verwendeten

Ccl=lr]=lc.+C.

Glg.(1) =|7|
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Beliebig bewehrter Rechteckquerschnitt, Dehnungen unter reiner Biegebeanspruchung, Spannungen und

Driickt man die Krifte als Spannungsintegral {iber
die jeweiligen Flachen aus, erhélt man:

1
—o.H. +o., H., —
Glg.(Z) 2 C C,D S2 S2

~—0c, D4$2 =0 D4$1

Das Hook 'sche Gesetz liefert:



Glg.(3) o.=E. L&,
Glg.(4) o, =EgLEg
Glg.(5) og, = E; L&,
Glg.(6) o, =E; L&,
Uber den geometrischen Zusammenhang der
Dehnungen erhélt man:
g, Ux, —d))
Glg.(7) 552 =_S1 ™70 717
(d=xy)

&,
Glg.(8) g ==

(d _xu)

Setzt man nun Glg.(1) bis Glg.(8)in Glg.(2) ein so
erhélt man:

lE & Xy A +E, £s1(x11 _dl)A

Gle.9) E ‘ (d—xy) (d—xy) ”
8.
Eq\x, —d,
Ec S(lc(z,+xﬂ)l) Aoy =& Es A

MitA., =blk, unda = g—zfolgt

lbx,z, L +
2 (d=x,)
Glg.(10) |
+ Ag, (x,; —d))(a - 1)(0,_—)611) =04y,

Durch Umformung ergibt sich folgende quadratische
Gleichung:

2
bx;,

Glg.(11) +x, (45,0 + 45, (a —1))

—(dgda+ Ag,d (a-1))=0

Die einzige physikalisch sinnvolle Losung liefert
folgenden Wert fiir die Hohe der Druckzone:

_ -0 +4,0* +2bP

b

mit den folgenden Substitutionen:

P=Agda+ Ag,d (a-1)

Glg.(12) Xy

Q = ASla +Asz(a _1)
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Wie man sieht ist die Hohe der Druckzone bei reiner
Biegebeanspruchung nicht von der Grofe des
Einwirkenden Moments abhingig. Die Ursache
dafiir liegt in den getroffenen Annahmen (Kap.2).
Durch das Vernachldssigen der Zugtragfahigkeit des
Betons schaltet man das allméhliche Versagen von,
unter Zug stehenden, ,.Beton-Fasern“ aus, da ja
definitionsgeméaf niemals Zugspannungen im Beton
auftreten. Es handelt sich also um einen klassischen,
linear elastischen Querschnitt. Daher muf3 auch der
ideelle  Schwerpunkt  -genaugenommen  das
Steifigkeitszentrum- und die neutrale Faser
(Nullinie) zusammen fallen. Das heift , da3 x;; tiber
die Bestimmungsgleichung des ideellen
Schwerpunkts , die sofort angeschrieben werden
kann auf einfacherem Weg gefunden werden kann:

2
b[—rzi+A52((]—1)|:ﬂxH _dl):

= A0 [ﬂd _xu)

Glg.(13)

Bringt man Glg.(13) nun in die Form einer
quadratischen Gleichung so erhdlt man wieder
Glg.(11).

3.2 Innerer Hebelsarm 7

Fiir die Ermittlung von Spannungen am gerissenen
Querschnitt (Abbildung 1) bendtigt man nun
entweder das Tragheitsmoment I;; das gerissenen
Querschnitts oder den inneren Hebelsarm z. Da es
bei einfach bewehrten Querschnitten tiblich ist {iber
den inneren Hebelsarm zu rechnen und die Methode
auch bei Biegung und Léangskraft angewendet wird
(siche Kap. 8), erscheint es sinnvoll bei dieser
Methode zu bleiben.

Der Angriffspunkt der Resultierenden inneren
Druckkraft C wird iiber das Momentengleichgewicht
um die Achse 2 (Druckrand) ermittelt:

N ° g,

T — e

A c

C

C
Cixom 2

| X]]/3

| G—

Cc.brutio

=

Abbildung 2  Biegedruckzone, Spannungen, Krifte

Coprutto «-veenees Betondruckkraft ohne
Stahlflache A,

Coxompeveeeeeees Stahldruckkraft abziiglich des
falschlich in C, o enthaltenen Anteils
im Bereich der Stahlflache Ag,

Abzug der
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Coeveeen Resultierende Druckkraft
Glg.(14) Copruo =X BJZ—"
_ g.
Glg‘ (15) Cs,komp - ASZ (xII dl ) [ﬂa - 1)
X
Glg' (1 6) C brutto chﬁ Cs komp C G

Nach Einsetzen der Glg.(14) und Glg.(15) in
Glg.(16) kiirzt sich @ natiirlich heraus und es ergibt
sich folgender Zusammenhang

b%*’Asz(a_l)[ﬂxu _dl)ml
b%+Asz(a_l)[qx11 _dl)

Der innere Hebelsarm z ergibt sich dann zu:

Glg.(17) r=

bLzl+AS2(a_l)[qx11 _dl)ljil

z=d - -
b%"'Asz(a_l)[qu _dl)

Glg.(18)

3.3  Ermittlung der Spannungen

Uber den inneren Hebelsarm kann nun auf einfache
Weise tiber die Gleichgewichtsbedingung die
Stahlspannung ¢; und daraus iiber den linearen
Zusammenhang der Dehnungen die Betonspannung

bzw. die Spannung in der Druckbewehrung
berechnet werden.
Glg.(19) O, = M
g. =
S1 ZD4SI
Us x][
Glg.(20) g =——4L
a (d _xII)
o, \x,—-d
Glgey o, =— —( i =)
a (d _xII)

4 RECHTECKQUERSCHNITT MIT
SYMMETRISCHER BEWEHRUNG

Bei symmetrischer Bewehrung gilt

Ag = Ag, = A4
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Daraus ergeben sich aber nur geringiifgige
Vereinfachungen der Konstanten Q und P:

Glg.(22) 0= 4, (20' - 1)
Glg.(23)  P=A4; [a(d + dl)_dl]
Die Hohe der Druckzone wird mit Glg.(12)

ermittelt. Die Berechnung der Spannungen erfolgt
mit den Gleichungen Glg.(19) bis Glg.(21).

5 EINFACH BEWEHRTER
RECHTECKQUERSCHNITT

Ist keine Druckbewehrung vorhanden vereinfachen
sich die Konstanten Q und P zu

Glg.(24) 0=4a

Glg.(25) P=A4.ald

Eingesetzt in Glg.(12) ergibt das die aus der
Literatur [3] bekannte Gleichung

2bd ]
A,

Dieses Kapitel stellt eine Kontrolle der Herleitung in
Kapitel 3 dar. Der Vollstindigkeit halber sei noch

Glg.26) X, =

die Formel fir den inneren Hebelsarm
angeschrieben
Glg.(27) z=d-*+

Die Berechnung der Spannungen erfolgt mit den
Gleichungen Glg.(19) bis Glg.(21). Fiir diesen
einfachen Fall besteht auch eine einfache
Moglichkeit, die Betonspannung direkt zu
berechnen ohne zuerst die Stahlspannung ermitteln
zu miissen. Aus der Gleichgewichtsbedingung
M = C [ folgt:

2M
g =

Glg.(28) . m
i

6 EINFLUSS DES KRIECHENS AUF
DIE DRUCKZONENHOHE X},

Anhand des einfach bewehrten Rechteckquerschnitts
soll nun gezeigt werden, dal3 fiir statisch bestimmte
Systeme die Spannungsumlagerungen im



Querschnitt sehr einfach in guter Naherung

beriicksichtigt werden konnen.

Eepeveenreenneannns plastische Dehnung (Kriechdehnung)

T PET elastische bzw spannungserzeugende
Dehnung

Covveee innere Druckkraft

A innere Zugkraft

Die Indices ,,0° und ,,0“ beschreiben den Zeitpunkt
an dem die jeweilige Grofe auftritt.

) €00
| 8<:,0 8cr Eel N
t=0
=
i)
AS Es,O
[€o]
Abbildung 3  Dehnungszustinde am gerissenen

Querschnitt zum Zeitpunkt t=0 und t=c0
Folgendes lineares Kriechgesetz soll gelten:
Glg.(29) gc,oo = £el + Ecr = gel (1 + ¢)

Nun werden alle geometrischen und mechanischen

Zusammenhinge zum Zeitpunkt t=o00
angeschrieben:
Glg.(30) 0., =&, LE,
€0 €
Glg.(31) ~ = :
X1 oo (d _‘xl[,oo)
b |3[[ =)
Glg.(32) C=o0,, .
2
Glg.(33) T=4 L&, LE
Glg.(34) C=T
Werden nun die  Gleichungen  Glg.(29),

Glg.(30)Glg.(32)Glg.(33) in Glg.(34) eingesetzt, so
erhélt man:
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e o Db DCH,W

Glg.(35
g.(35) I+g ¢ 5

A TE,, (E, =

E
Der Ausdruck +C ist bekannt als effektiver
@

E-Modul EC’ o

Nach Einsetzen der Glg.(31) in Glg.(35) erhélt man:

AE x,. bO,.
Glg.(36) s sz e o h
Ec,e/f d- x]],oo 2

Wird der Ausdruck EE—” mit @, bezeichnet und

formt man die Gleichung weiter um, erhélt man
folgende quadratische Gleichung:

bx;

W S a T,
s eff

Xpeo—d=0

Die Losung dieser quadratischen Gleichung liefert
dieselbe Gleichung wie in Kapitel 5, abgesehen von
dem Materialparameter Q..

A.a
Gle39  x,. =—L[-1+ [1+ 2bd ]
i b A
S eff

Man sieht, dafy das Ersetzen von @ durch @, bzw.

E_ durch Ecjeﬁ, geniigt, um Kriechumlagerungen

im Querschnitt berticksichtigen zu koénnen. Unter
Voraussetzung der linearen Kriechtheorie (Glg.(29))
liegt der Fehler dieser Rechnung in der Annahme
eines einzigen Wertes ¢ fiir alle Betonfasern. Damit

wird nicht beriicksichtigt, da} sich die Spannungen
im Beton und damit die elastischen Dehnungen &,

im Laufe der Zeit dndern und das wiederum den
Kriechvorgang beeinflufit. In Wirklichkeit wére eder

Dehnungsverlauf von & zum  Zeitpunkt

el
t = nicht mehr linear sondern leicht konvex
gekrimmt. Trotzdem konnen die so ermittelten
Werte als gute Ndherung betrachtet werden.

Die Spannungsermittlung erfolgt am einfachsten
iiber die Gleichungen Glg.(27)Glg.(19) und
Glg.(28).

Selbstverstindlich kann dieses Verfahren auch auf
Querschnitte mit Druckbewehrung angewendet
werden. Es handelt sich doch nur um ein fiktives ,,
weicher Machen eines Materials eines linear
elastischen Verbundquerschnitts. Dadurch zieht das
steifere Material —in diesem Fall der Stahl- mehr
Spannungen an, was qualitativ auch beim Kriechen

45



Ermittlung von Gebrauchsspannungen bei Stahlbetonquerschnitten im gerissenen Zustand

vorsichgeht. Es gelten alle Formeln der Kapitel 3 bis
5 wenn @ durch @, bzw. E, durch E_; ersetzt

werden.

Abschlielend wird noch darauf hingewiesen, daf3
diese Anwendung nur bei sténdigen Einwirkungen
sinnvoll ist, da nur diese einen Kriechvorgang
verursachen.

7 EINFACH BEWEHRTER
PLATTENBALKEN

7.1  Hohe der Druckzone (xpp)

Unter Anwendung der in Kapitel 3.1 gewonnen
Erkenntnisse wird fiir den einfach bewehrten
Plattenbalken die Druckzonenhdhe {iber die
Bestimmungsgleichung des ideellen Schwerpunkts

hergeleitet:
f ° t

N |

[
n

Abbildung 4  Einfach bewehrter Plattenbalken

h, (xy —h,)’
blh, [Ex,l "éj*bw%=

= A, o(d-x,)

Glg.(39)

Trennt man nun die Terme nach der Ordnung von
X, , so erhilt man

X} Gl;l +x, (a4, +h, (b -bw))-
Glg.(40
g.(40) ]’l? (bw _ b)
-d4, +———=0
2
Mit den folgenden Substitutionen
ko =h,(b-b,)
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k, =0A, +k

ergibt sich die Losung zu:

—k, +Jk +b,(2d (a4, + k)
Glg.(41) X, = ;

w

7.2  Innerer Hebelsarm 7

Wie in Kapitel 3.2 werden die inneren Druckkréfte
durch Spannungsintegration {iiber die jeweilig
Teilflache ermittelt und die Lage des Angriffspunkts
der Resultierenden Druckkraft mittels des
Momentengleichgewichts um den Druckrand des
Querschnitts berechnet.

Qt

hy

N

N

X1

Abbildung 5

Spannungen und innere Kréfte in der

Druckzone eines einfach bewehrten

Plattenbalkens

h,
Gig4)  C, = {ac +0, (1 - —’ﬂ% &, (b-b,)

Der Randabstand s; des
Spannungstrapezes betragt:

Schwerpunkts des

X 3 xpy

h h}
_QDUC +2ac( ——f)_ h, =3

Glg.(43) A - :
L3 g+o.(-y  2-b

gty C,=0, 4,0, G

X
Glg.(45) s, =—2L

3
Setzt man nun die Gleichungen Glg.(42)Glg.(45) in
die Bestimmungsgleichung fiir den

Schwerpunktsabstand des in  Abbildung 5



dargestellten Spannungskdrpers
C 3 +C, 18
s =—1- 2~ 2 ¢in, dann erhilt man folgende
C, +C,

Losung fir s:
ke, B2k e o
Glg.(46) 5= 3 Eﬁb &, +k (2 —h*f,»

mit der Substitution k; aus Kapitel 7.1. Die
endgiiltige Losung fiir den inneren Hebelsarm lautet
nun:

ki, 3-2" )b,

3o, +h -2

Damit konnen die Spannungen wiederum nach
Glg.(19) und Glg.(20) berechnet werden.

z=d

Glg.(47)

8 SPANNUNGSERMITTLUNG BEI
BIEGUNG UND LANGSKRAFT

8.1 Grundlagen [3], [4]

Da der geschlossene Ansatz zu einer kubischen
Gleichung fiihrt, ist es einfacher ein sehr einfaches
Iterationsverfahren zu verwenden. Zu diesem Zweck
werden wie bei einer Tragfahigkeits-Bemessung auf
Biegung und Liangskraft die einwirkenden
SchnittgroBen auf die Achse der Zugbewehrung
bezogen, um die Normalkraft und das Moment
gesondert behandeln zu kénnen (Abbildung 6)

Glg.(48) N, =N
Glg.(49) M =M-NI[é,
C xy/3
—— ——
d X N )M
z
T Cs
o | M | )Ms
Ns
b Reaktion Aktion
Abbildung 6  Auf die Stahlachse bezogene

Schnittgrofen

Da die Normalkraft jetzt direkt in der Stahlachse
angreift kann man die Normalkraft als &uBere
Einwirkung vom System entfernen wenn man auch
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jenen Teil des Stahls entfernt der genau die
Normalkraft aufnimmt. Der verbleibende Teil an
Stahl A, muB jetzt nur noch das Moment M,
aufnehmen.

N
A, =4 -—
sM s o

s

Glg.(50)

In diese Gleichung miissen die Normalkrifte
vorzeichenrichtig eingesetzt werden.

Da mit M und Ay, ein reiner Biegezustand vorliegt,
konnen nun alle in den obigen Kapiteln
ausgearbeiteten Formeln verwendet werden um die
Druckzonenhdhe x;; und den inneren Hebelsarm z zu
ertmitteln. Um dies tun zu kénnen muf3 aber zuerst
die Stahlspannung g geschétzt werden.

Entspricht die geschitzte Stahlspannung der
endgiiltigen Losung, so ist das herausgenommene
System, bestechend aus  Normalkraft und
zugehorigem Stahlanteil nach dem
Wiederhineinstellen — ins  Gesamtsystem  im
Gleichgewicht, ohne dabei die aus der Biegung (M,
und Agy) ermittelte Dehnungsebene verdndern, zu
miissen.

8.2  Der Berechnungsablauf

1.) Berechnen von M,
2.) Schitzen der Stahlspannung o

Eine gute Methode fiir die erste Schétzung ist
das Schéatzen des inneren Hebelarms (evtl. aus
dem  Tragsicherheitsnachweis und  das
anschlieBende Ermitteln der Spannung iiber
folgende Gleichung:

o, =(M" +Nj[—|1—
A

z

Glg.(51)

N

3.) Berechnen von Ay, mit Glg.(50).
4.) Berechnen von xj und zj;
5.) Ermittlung der Stahlspannung mittels Glg.(51).

Es konnte hier die Stahlspannung auch {iiber
Glg.(19) mit M, und Ay, ermittelt werden. Mit
Glg.(51) ist die Konvergenz aber wesentlich
besser.

6.) Vergleich der geschitzten Stahlspannung mit
der errechneten. Bei Bedarf die Schritte 3 bis 6

mit dem errechneten Wert wiederholen.

Ist die Stahlspannung geniigend genau ermittelt wird
die Betondruckspannung mit Glg.(20) berechnet.
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Hinweis:

Oszilliert das Ergebnis, wird empfohlen den
Mittelwert zwischen dem Schitzwert und dem
Ergebnis als neuen Schétzwert zu nehmen.

9 ZUSAMMENFASSUNG

Obwohl in der Literatur einiges  iber
Spannungsberechnungen im Zustand II zu finden ist,
zeigte diePraxis in den Betonbau-Ubungsstunden,
daBB es sehr schwer oder gar unmoglich ist, ein
vollstindiges Werk zu diesem Thema zu finden.
AuBlerdem werden Vereinfachungen getroffen, die
nicht notwendig sind, da die Formelapparate
trotzdem sehr Umfangreich sind.

Die hier vorliegende Abhandlung soll eine
umfangreiche Sammlung an Formeln zum Thema
Spannungen am gerissenen Querschnitt sein, die auf
Vereinfachungen, wie das Nicht-Abziechen der
Betonflache im Bereich der Druckbewehrung oder
das Vernachléssigen des Spannungskeils im Steg bei
Plattenbalken, verzichtet.
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